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PROBLEMES DE MAGNETODYNAMIQUE
DES FLUIDES

HENRI CABANNES

Professeur a la Faculté des Sciences de Paris

La magnétodynamique des fluides est la discipline qui se propose d’étudier
I'interaction entre les champs magnétiques et les fluides conducteurs d’électri-
cité. Cette discipline vient unir la mécanique des fluides classique et I'électro-
magnétisme des milieux en mouvement; elle intéresse done I'électrodynamicien
et I'aérodynamicien. Le premier toutefois envisage des vitesses qui sont de
l'ordre de grandeur de la vitesse de la lumiére, tandis que le second porte son
attention sur des vitesses qui sont de I'ordre de grandeur de la vitesse du son.

L’étude théorique des propriétés d'un fluide peut étre abordée par deux voies
différentes. La premiére consiste a supposer que le fluide est constitué par un
ensemble discret de particules matérielles; les mouvements des particules sont
déterminés par les lois de la mécanique classique et leur nombre est suffisamment
grand pour justifier 'application des méthodes de la mécanique statistique.
Comme le trop grand nombre de particules ne permet pas, dans la pratique,
de donner une description compléte de I'état dynamique du systéme, le probléme
consiste & prédire son comportement probable a partir d'une description in-
compléte & un instant donné; cette méthode conduit a la théorie cinétique. La
seconde méthode consiste i considérer le fluide comme une répartition continue
de matiére et a4 traduire par des équations intégrales les lois physiques qui
gouvernent le mouvement. Les deux méthodes sont également valables en magné-
todynamique des fluides et ont été appliquées avec succes; elles se complétent
de fagon satisfaisante. La premiére permet de découvrir les propriétés physiques
du milieu et la seconde fournit des indications sur le mouvement.

Du point de vue physique, les applications de la magnétodynamique des
fluides se sont considérablement accrues ces derniéres années. Les astrophy-
siciens se sont penchés les premiers sur ces problémes, en recherchant I'explica-
tion de certains phénoménes relatifs & 1'activité solaire et & la création des
champs magnétiques interstellaires; dans ce domaine, les fondements furent
posés par le professeur H. Alfven, et je suis trés ému de prononcer cette con-
férence dans la ville de Stockolm qui fut le berceau de la magnétodynamique des
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fluides. Un deuxiéme groupe de scientifiques intéressés par ces études est con
stitué par les spécialistes de 'énergie thermonucléaire; 1'étude des interactions
entre la mécanique et I'électromagnétisme est primordiale pour la compré-
hension et la maitrise des réactions thermonucléaires. Enfin les spécialistes
avancés des fusées et des engins (engins balistiques ou satellites) se posent la
question de savoir si eux aussi ne pourraient pas étre intéressés par cette nouvelle
discipline. Les régimes de vol sont tels en effet que les gaz au voisinage des
obstacles sont partielllement ionisés et donc conducteurs d’électricité. Les
phénoménes de magnétodynamique des fluides vont-ils étre importants, quelle
sera leur influence, dans quel sens vont-ils jouer, faut-il songer i les produire
artificiellement, telles sont les questions qui peuvent se poser aux responsables
de I'industrie aéronautique.

Cette conférence n’a pas la prétention d’apporter des réponses définitives a
ces questions. Sont objectif est beaucoup plus modeste. Les travaux consacrés
ces derniéres années a la magnétodynamique des fluides sont au nombre de
plusieurs milliers et il ne saurait étre question pour une seule personne d’en
faire une revue, méme succincte. Cependant, parmi les problémes traités,
certains nous ont semblé pouvoir intéresser les Sciences Aéronautiques. Ce sont
quelques uns de ces problémes que nous nous proposons d’exposer. Dans une
premiere partie, nous rappelons les équations de la magnétodynamique des
fluides, qui sont désormais classiques; une revue préalable des résultats de la
théorie cinétique nous permet de préciser la forme sous laquelle il convient de
poser les lois physiques qui régissent les phénoménes de viscosité de conductivité
thermique et électrique. Ensuite, nous envisageons deux groupes de problémes;
la sesonde partie est consacrée aux problémes posés par la propagation des ondes
(ondes simples, stabilité et structure des ondes de choc, probléme du diedre).
Dans la troisiéme partie, nous passons en revue quelques uns des problémes
posés par I’écoulement autour d’un profil. Nous précisons que cette conférence
n’a aucune prétention d’originalité; nous avons rassemblé des éléments em-
pruntés a la littérature qui était & notre disposition. Nous avons laissé de coté
les études expérimentales, déja nombreuses, consacrées a la magnétodynamique

des fluides.

LES E'QUATIONS DE LA MAGNE'TODYNAMIQUE DES FLUIDES

L’étude des mouvements d'un fluide conducteur d’électricité soumis a I'action
d’un champ magnétique ne peut se faire que si on a précisé au préalable les lois
physiques auxquelles obéit le fluide. La forme de certaines de ces lois, et en
particulier la facon dont le champ magnétique intervient dans celles-ci, peut
étre prévue par la théorie cinétique. Une mise en équations doit donc envisager
les deux aspects du probléme: aspect microscopique et aspect macroscopique.

LES EQUATIONS CINETIQUES

La théorie cinétique permet de prévoir les propriétés d'un gaz lorsqu’on
connait les fonctions de distribution des vitesses f; (f; r, v;) des divers consti-
tuants du gaz; t désigne le temps, r la position et v; la vitesse de la particule
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appartenant au constituant de rang j. Les fonctions de distribution des vitesses
vérifient un systéme d’équations de Boltzmann qui sont couplées par 'inter-
médiaire des termes de collision:

D = 2 I (fife) 1)
avec
o, <M g W X, o)
s = ot T ar m; o

(2)
J(ife) = S SN — Tie) | 5 — ﬁ-‘ b db de duv,

X; représente la force extérieure qui s’exerce sur la particule d’espéce j, de
masse m;; J (f;fi) représente les actions des particules d’aspéce k sur les particules
d’espéce j. Dans le cas de la magnétodynamique des fluides, les constituants
sont au nombre de trois: les molécules neutres, les ions et les électrons. En outre
la force extérieure X ; est d’origine électromagnétique; elle est due i 'action
d’un champ électrique E et d’'un champ magnétique H. Les molécules neutres
ne sont soumises 4 aucune force extérieure; les particules chargées, de charge
électrique e;, sont soumises a la force extérieure

X;=e; |\E+ 7 X uH| (3)

p désigne la perméabilité magnétique.

Les équations cinétiques se simplifient lorsqu'on suppose que certains des
trois constituants du gaz jouent un réle prépondérant; c’est le cas en particulier
des gaz faiblement ionisés, qui contiennent trés peu d'ions et trés peu d'élec-
trons, ou le cas des gaz totalement ionisés, qui ne contiennent pas de molécules
neutres. Le calcul des divers coefficients de transfert a pu alors étre effectué;
sans citer les trés nombreux travaux consacrés i cette question, nous indi-
querons les résultats obtenus dans le cas d'un gaz totalement ionisé, résultats
dus & Chapman et Cowling (1939), a4 Landshoff (1949), a4 Braginskii (1957) et &
nous-méme (Cabannes, 1961). Un tel gaz est un mélange binaire, mais, si on
néglige la masse des électrons par rapport a la masse des ions, la partie ionique
se comporte comme un gaz simple. L'équation de Boltzmann qui détermine la
distribution des vitesses ioniques peut étre résolue au voisinage de 1'équilibre
thermodynamique qui correspond a la distribution des vitesses de Maxwell £
La distribution des vitesses ioniques étant écrite sous la forme ' |1 4+ ¢/, la
fonction ¢ vérifie une équation intégro-différentielle linéaire non homogéne; la
partie indépendante de ¢ est la somme de deux termes, un terme d’origine
vectorielle et un terme d’origine tensorielle. Le terme d’origine vectorielle est
proportionnel au produit scalaire du gradient de la température par la vitesse
d’agitation; le terme d’origine tensorielle est proportionnel au produit tensoriel
double du gradient de la vitesse moyenne par le déviateur du dyadique construit
a partir de la vitesse d’agitation. La fonction ¢ peut étre décomposée en deux
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parties, chaque partie correspondant a 'un de ces termes. La premiére partie
de la fonction ¢ peut étre développée en série de polyndémes de Sonine d’ordre
3/2, la seconde partie en série de polynomes de Sonine d’ordre 5/2. La déter-
mination des coefficients de chacune des deux séries se raméne a l'inversion
d’un opérateur linéaire dont la matrice est infinie.

LES COEFFICIENTS DE TRANSFERT

A partir de la fonction de distribution des vitesses, il est simple de calculer
le flux thermique ¢ et le déviateur P, du tenseur des pressions.

;= %Effff(mqsz i}gK (4)

Pr=m [l (V,V)av

V désigne la vitesse d’agitation, dV I'élément de volume dans I’espace des vitesses
et m la masse des ions. T

En désignant par h un vecteur unitaire colinéaire au champ magnétique et par
T la température absolue, on obtient, pour le flux thermique, l'expression
suivante:

Q= - {f( 0% gL xh ; (5)
+ 170) = ()] ( X h) Fa}
avec 1 H 1
€
©= % mnan

e désigne la charge électrique des ions et n le nombre d’ions par unité de volume.
Le coefficient a,, et la fonction f(w) + ig(w) dépendent de la loi d’interaction.
Quelle que soit cette loi, les coefficients g(w) et f(0) — f(w) s’annulent avec le
champ magnétique; le flux thermique est donc proportionnel au gradient de la
température lorsque H est nul. La fonction f(w) est paire, la fonction g(w)
impaire.

Dans le cas de la loi d’interaction de Maxwell, la force qui s’exerce entre des
particules situées i la distance r est égale au produit des masses par Kr—?; on
obtient alors

. [K :
an = 7.27 \/E f(w) + ig(w) = 147

Dans le cas ou les ions sont assimilés i des sphéres dures de rayon ¢ (sphéres
inactives et élastiques), la valeur précédente de la fonction f(w) + 1g(w) con-
stitue une excellente approximation et on doit prendre pour le coefficient ay,
la valeur suivante:
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Ces résultats explicites permettent de voir que seul 'emploi de champs mag-
nétiques particuliérement intenses conduit 4 des valeurs non négligeables de w.
Dans la pratique, on pourra donc considérer, malgré la présence du champ
magnétique, que le flux thermique est proportionnel au gradient de la tempéra-
ture.

On peut calculer d’une facon analogue le tenseur P,. Dans ce but, il est com-
mode d’introduire le tenseur W, égal au déviateur du tenseur symétrique con-
struit a partir du gradient de la vitesse moyenne .

s vy avn ey
W =—al_+ 6?—36 div vg
U désigne le tenseur unité. On introduit également les cing tenseurs suivants,
1 désignant un vecteur unitaire orthogonal a h, et j le produit vectoriel A + 2.*

3G, By (W G, oy

Wo

11:;1’ = Z{W . E, ;.!l

= (6)
W = — 2{(W - h) Xk, h}
Wy =W — Wo— W'
Wy’ = (l; 1 ;7) - W _J—f,) +7737(7|; 1 x-_h"h]
On obtient pour le tenseur P, 'expression (7)
Pr= = 2L o) W + v() W + p(2u) W + .

[elw’) — ¢(0)] Wy’ + [p(2 &) — (0)] W'}

avec w’ = (3/2) w. La fonction ¢(ow’) est paire et la fonction ¢(ow’) impaire;
leur valeur explicite ne peut étre déterminée que lorsqu'on a précisé la loi d'in-
teraction entre les particules, mais, dans tous les cas, pour H = 0, on retrouve
la proportionnalité des tenseurs P, et W'

Pour la loi d'interaction de Maxwell, on obtient

: 1
plow') + (o) = 1 ¥ iow

Pour la loi dite des sphéres dures, cette valeur constitue une excellente ap-
proximation: Cabannes (1961). En dehors des cas o le champ magnétique est

* Les notations tensorielles utilisées sont celles définies dans I'ouvrage de Chapman et Cowling,
Mathematical Theory of Nonuniform Gases.
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trés intense, on peut négliger les termes infiniment petits avec o’ et considérer que
les tenseurs P, et W sont proportionnels.

Des études analogues relatives a la partie électronique du gaz permettent de
calculer le tenseur de conductivité électrique; dans une premiére approximation,
il peut étre assimilé & un tenseur sphérique.

LES EQUATIONS MACROSCOPIQUES

La théorie cinétique, qui fait connaitre les lois auxquelles obéissent les phéno-
menes de conductivité thermique, de viscosité et de conductivité électrique,
ne permet pas de faire une étude des mouvements d’un fluide, but essentiel
de la magnétodynamique des fluides. Il est alors nécessaire d’effectuer une
mise en équations sous forme macroscopique.

Les équations macroscopiques sont lgs unes d’origine mécanique, les autres
d’origine électromagnétique. Les premiéres traduisent le théoréme de la quantité
de mouvement et les principes de la conservation de la masse et de la conserva-
tion de P'énergie; elles s’écrivent sous la forme (8), les intégrales triples étant
étendues i un volume () constamment formé des mémes éléments de matiére; les
particules fluides sont supposées ne pas se mélanger, si bien que la surface (s)
du volume (v) est aussi constamment formée des mémes éléments de matiére.

i =
(—}5 [I] oV dr

f(f)f (oF + @) dr + [[P-nds

(vr) (8)
% (1l par = 0
’ (8)
gtf(f)f Kol = f([}f ((oF +¢)+ V + Q} dr

4 fT 40P sm) = ¥ =B wnl s

(8)
Les notations sont les suivantes:

p = masse spécifique du fluide

V' = vitesse du fluide

F = force extérieure d’origine mécanique

¢ = force extérieure d’origine électromagnétique
P = tenseur des pressions

n = vecteur unitaire normal i la surface (s)

A = énergie spécifique totale

@@ = quantité de chaleur dégagée par effet Joule
& = flux thermique

Le tenseur des pressions P se décompose en — plUU + P, U désignant le tenseur
I I P :

unité et P, un tenseur de trace nulle (déviateur du tenseur des pressions).

I’énergie spécifique totale s’exprime sous la forme

r2
A=op (t + l,-)
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e désigne I'énergie spécifique interne, c’est une fonction supposée connue de
I'entropie spécifique s et du volume spécifique r = p~': ¢ = €(s,7). La tempéra-
ture absolue T et la pression p s’expriment sous la forme suivante:

E de de

=% ?=75

L’élimination de I'entropie spécifique entre ces deux relations conduit a I'équa-
tion d’état, p = p(p,T). Réciproquement, la donnée de I'équation d’état permet
de déterminer la fonction e(s,7). Le cas des gaz parfaits (p = RpT) conduit a
e = ¢(T); le cas particulier ¢ = wT (w = constante) correspond au cas des gaz
polytropiques. Une étude plus détaillée conduit a la thermodynamique des
milieux conducteurs que nous n’aborderons pas; on pourra se reporter par
exemple i I'ouvrage de Landau et Lifshitz (1960): electrodynamics of continuous
media.

Les équations d’origine électromagnétique s’écrivent sous la forme (9). La
premiére traduit la loi d’Ampére, la seconde la loi de Faraday. Les intégrales
triples sont étendues a4 un volume (v) fixe et les intégrales doubles & la frontiére
() du volume (v).

4rfffjdr = ff (;1 Xﬁ) ds

(v) (s) (9)
& (ff ulidr+ [ @xE)ds =0
(H (v) (8)

Les vecteurs E et H représentent les champs électrique et magnétique déja
introduits, le vecteur J est la densité de courant. Les diverses grandeurs électro-
magnétiques ne sont pas tolatement indépendantes; elles vérifient les relations
suivantes, qui traduisent respectivement la loi de Laplace, la loi de Joule et la

loi d’Ohm.

$=.}Xp]7
Q=¢'J" (10)
J=6(E+T'Xpl—{)

o~ ! désigne la résistivité électrique, nulle dans le cas d'un conducteur parfait,
infinie dans le cas d’un isolant parfait qui correspond a I'aérodynamique clas-
sique. Dans ces deux cas limites, on a = 0; dans le premier, la derniére équation
devient E + V X pH = 0; dans le second, elle devient J = 0.

Les équations intégrales (8) et (9) se simplifient lorsque les fonctions inconnues
sont contintiment différentiables (cas des mouvements continus), ou sont dis-
continues (cas des phénoménes de choe). Les autres cas sont sans intérét pratique.
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Cas pes MouveEMENTs CONTINUS

Lorsque les fonctions inconnues sont continiment différentiables, les équations
intégrales peuvent étre remplacées par des équations aux dérivées partielles.
Aprés quelques transformations, on écrit ces derniéres sous la forme suivante:

— = -
""‘ + div G, ¥7) = oF + 9+ div P
9p 2 po TP
at—i—del =0 (11)
i . Lo =
oT (g? + V. ng s) =PrgradV —dive 4+ @
ol | o
T rot ¥ =0
(12)

— — -
nJ —rot H =0

Les inconnues (scalaires) sont au nombre de 19; elles sont liées par les 11
équations (11), (12). Les lois des phénomeénes de conductivité thermique et de
viscosité établies par la théorie cinétique permettent d’écrire les huit équations
suivantes:

6= — 2\ gE;d T
— - (13)
})1 — ]V

A et v désignent deux fonctions connues de la température.

Cas pEs PuEnomENEs DE CHOC

Lorsque les fonctions inconnues sont discontinues sur une certaine surface
(Z) appelée onde de choe, on déduit des équations intégrales (8), (9) les relations
algébriques vérifiées par les discontinuités. De telles discontinuités ne peuvent
exister que dans les deux cas limites ¢ = 0, ¢! = 0. Dans ce dernier cas, on est
conduit a des relations qui expriment que les grandeurs (14) demeurent con-
tinues & la traversée de 'onde de choe; U désigne la vitesse de déplacement de la
surface (Z) et n le vecteur unitaire normal a4 (X) orienté dans le sens du
déplacement.

H,
(Vo—U)h —H.v
(Vo —U) oV + = (14)

(Va—=U)p

r2 2 =5 o
(Vo = U) ("‘ + pe + ——) Ep Y
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avec
Ho=H-n, h=nX (H Xn)
Vi=V-n, v =nX (VXn)
- _ o ouH' M H
= R B ir

En annulant le champ magnétique, on retrouve les équations des chocs
relatives au cas de 'aérodynamique classique (¢ = 0).

LA PROPAGATION DES ONDES

Les premiers problémes résolus en magnétodynamique des fluides furent les
problémes posés par la propagation des ondes. C'est par I'étude de I'influence
d’un champ magnétique sur la propagation des perturbations infiniment petites
dans un fluide incompressible doué de conductivité électrique que furent posés
par Alfven, dés 1942, les fondements de la magnétodynamique des fluides. Le
cas des fluides compressibles fut envisagé par Herfolson (1950). Les équations
des ondes de choc furent établies par Hoffmann et Teller (1950) et par Liist
(1953). Ces derniéres années, de trés nombreux résultats furent obtenus par
I’école soviétique; pour la bibliographie des travaux soviétiques, on pourra se
reporter a un mémoire de synthése rédigé par Polovin (1960).

LES ONDES SIMPLES

Une classe importante de solutions des équations de la magnétodynamique
des fluides est constituée par les ondes simples, solutions pour lesquelles les
inconnues sont fonctions de I'une d’entre elles qui dépend de la position et du
temps. L'existence d’ondes simples est liée a I'absence de phénoménes de dis-
sipation A = » = 0, ¢ = 0 ou ¢! = 0); le cas qui intéresse la magnétodyna-
mique des fluides est celui d’une résistivité électrique négligeable. La recherche
des ondes simples conduit aux mémes équations que la discussion du probléme de
Cauchy, c’est pourquoi les ondes simples se propagent a la méme vitesse que les
discontinuités du premier ordre. On rencontre trois types d’ondes simples:

LEs ONpEs MAGNETOAERODYNAMIQUES oU ONDES D'ALFVEN

Leur vitesse de propagation dans la direction de vecteur unitaire n est

U, =U-n avec (7=I}\/L
47p
Les grandeurs qui caractérisent 1'état du fluide vérifient les relations suivantes:

H,. = H +n = constante, l;,. = V «n = constante
p = constante, p = constante
h? = constante
R |
duidh\ji=0 ' h=nX (HXn)
47p
. v=nX (VXn)
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H, et h représentent les composantes du champ magnétique normale et tangente
aux ondes simples; V', et v représentent les composantes analogues de la vitesse.

LEes OnpEs MAGNETOACOUSTIQUES

Les ondes magnétoacoustiques se propagent soit avec la vitesse U_ (ondes
lentes), soit avec la vitesse U7, (ondes rapides):

avec

2 _ 611)
C_(apn

Les différentes grandeurs vérifient les relations suivantes: (e = + 1)

vy = Uy H, = constante s = constante
dp [

Ei;_)’ . € Hﬂ;l‘ Uj:

dp - 4 1rp2(l/riz - Lru2)

dh Us? h

dp ~ p(Ust — U,2)

LEes OnpEs D'ENTROPIE

Les ondes d’entropie sont stationnaires; elles se déplacent en méme temps que
le fluide et n'ont pas de vitesse de propagation. La pression, les vecteurs V et H
demeurent constants.

L’importance des ondes simples réside dans le fait que, dans toute région
adjacente & une région d’écouleument uniforme, le mouvement du fluide est
un écoulement par ondes simples. Les ondes homothétiques (ondes planes,
ondes cylindriques, ondes sphériques) constituent un cas particulier important
d’ondes simples. Les phénoménes sonores, constitués par des discontinuités de
pression, se propagent avec I'une des deux vitesses U_ ou UU,. L'intégration des
équations des ondes simples magnétoacoustiques se raméne a des quadratures,
Bazer (1958).

LES ONDES DE CHOC

Les équations des chocs ont été écrites au-dessus; elles expriment qu'un
certain nombre de quantités demeurent continues a la traversée de l'onde de
choc. L’énergie spécifique interne e est une fonction supposée connue de I'en-
tropie spécifique et du volume spécifique.

Les conditions, dites d'Herman Weyl, imposées i la fonction p = p(r, ),
soit

2
<o, 22
ar ar? asS




MAGNETODYNAMIQUES DES FLUIDES 847

conduisent, en aérodynamique, a des propriétés classiques relatives aux ondes
de choc. L'intensité du choc étant définie par la discontinuité de pression sup-
posée infiniment petite et adoptée comme infiniment petit principal, on établit
les résultats suivants:

® L’accroissement de 'entropie spécifique est un infiniment petit du troisiéme

ordre—les équations des chocs coincident au troisiéme ordre prés avec
celles d’une transformation adiabatique—Iles chocs sont des compressions.
Par rapport a I'onde de choc, la vitesse normale du fluide est supersonique
avant le choe, subsonique aprés le choe.

Dans le cas de la magnétodynamique des fluides, Landau et Lifshitz (1960)
ont pu démontrer que les résultats précédents étaient encore valables lorsque
I'intensité du choc demeure faible; le cas général a été étudié par Iordanskii
(1958).

L’étude des équations de choc a été faite par Helfer (1953), par Liist (1955),
par Friedrichs et Kanzer (1958) et par Bazer et Ericson (1959). I.’onde de choc
est caractérisée par les valeurs de toutes les grandeurs avant le choc: Hy, V4, py
et p; et par la valeur de 'une de ces quantités, par exemple p,, apreés le choc.
La courbe p, = f(p.™') est appelée polaire de choc. Dans un systéme d’axes
liés au choc tels que la vitesse soit paralléle au champ magnétique et perpendi-
culaire a I’axe des z, I’équation de la polaire de choc posséde la forme suivante:

3 pr + pi (H:,—Hl,,)’}(i 3 _1_)_ .
€@ — € + { 9 e 167 o el B 0 (15)

avec

(] (V|:2 = U!rz)

L’énergie spécifique interne e est une fonction connue de p et p.

D’aprés leur comportement lorsque I'intensité tend vers zéro, les choes peu-
vent étre classés en choces lents et chocs rapides; on est amené on outre, dans le
cas des gaz polytropiques, a distinguer deux types de chocs lents et deux types
de chocs rapides:

type (1) $1 > 1 — vysin g,
choes lents
type (2) 51 <1 — ysiné,
type (1) & >1—1oné
¥y —1
choes rapides :
type (2) ® <1 — ":/i_"%

s = yp/uH?, 8 est I'angle du champ magnétique avec la normale & 'onde de
choc; v désigne I'indice adiabatique. Dans un choc rapide, le maximum de la
discontinuité de masse spécifique est 2p,/(y — 1); la variation de la discon-
tinuité du champ magnétique en fonction de la discontinuité de masse spéci-
fique peut présenter deux aspects. Pour les choes rapides du type (1), cette varia-
tion est monotone; pour les choes rapides du type (2), lorsque la discontinuité
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de masse spécifique augmente, la discontinuité de champ magnétique croit
d’abord de zéro jusqu’a un certain maximum et décroit ensuite jusqu’a la valeur
oH,,/(y — 1).

Dans un choe rapide trés intense, la présence du champ magnétique a peu
d’influence sur les effets du choc; en particulier, la plus grande compression
possible est

p/pr = (v +1)/(y — 1)

Un choc lent par contre ne peut pas avoir une intensité arbitrairement grande,
si bien que, lorsque la discontinuité de pression est trés grande, un seul choc peut
exister, le choc rapide.

LA STABILITE DES ONDES DE CHOC

Les problémes d’écoulement avec ondes de choc possédent en général plusieurs
solutions. Alors qu’en aérodynamique la condition d’augmentation de I'entropie
spécifique suffit a éliminer les choes superflus, il est nécessaire, en magnéto-
dynamique des fluides, d’ajouter & cette condition des considérations de stabilité;
seules les discontinuités stables possédent une existence physique.

La stabilité des ondes de choe planes a été étudiée par Akhiezer, Liubarskii
et Polovin (1959), en ce qui concerne les petites perturbations qui dépendent
seulement de la distance a ’onde de choc et du temps. La condition de stabilité
de I'onde de choc par rapport & ces perturbations est 'existence d’une solution
unique pour le probléme de Cauchy relatif aux équations linéarisées de la
magnétodynamique des fluides. Pour qu’une onde de choc soit stable, il est done
nécessaire que, dans la rencontre des perturbations infiniment petites et du choe,
le nombre des ondes issues du choc soit égal au nombre des conditions aux
limites a satisfaire sur 'onde de choe. Cette condition nécessaire devient suf-
fisante lorsqu’il est possible de satisfaire les conditions aux limites & 'aide des
constantes arbitraires qui demeurent dans les équations.

Nous considérons done une onde de choc stationnaire située dans le plan
x = 0; elle sépare I'espace en deux régions: région (1) a gauche (z < 0), région
(2) a droite (x > 0). Les perturbations infiniment petites se propagent avec
I'une des quatre vitesses suivantes: U/ (ondes magnétoaérodynamiques ou ondes
d’Alfven), U_ et U, (ondes magnétoacoustiques lentes et rapides), vitesse
nulle (ondes d’entropie). Les vitesses de propagation vérifient les inégalités
U_ < U < U,. Les vitesses de déplacement des perturbations infiniment petites
sont au nombre de sept pour chacune des deux régions (1) et (2). La vitesse
V' du fluide normale au choc étant supposée positive, les ondes qui se déplacent
avec l'une des vitesses V., V., + U_, V, + U, V, + U, convergent vers I'onde
de choc dans la région (1) et divergent dans la région (2). Les conditions aux
limites qui relient les valeurs des perturbations de part et d’autre de 1'onde de
choc sont au nombre de sept (équations 14, relatives aux inconnues h, V, p et p):
comme la vitesse du choc figure dans ces équations, on obtient en ’éliminant
six conditions aux limites qui doivent étre satisfaites pour x = 0. Par conséquent,
dans le cas de la stabilité, deux des six ondes qui se déplacent avec 'une des
vitesses V,; — U, Vi, — U, Vi — Uy (1 = 1,2) doivent étre divergentes.
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Il en résulte que I'onde de choc ne peut étre stable que dans I’'un des trois cas
suivants:

(@) U <Vi<U s Vi < Us
b U, <Vi<Us |, Uy < Vo, < Uy
() Uy < Vi y Uy, < Vo < Usy

Les conditions précédentes sont des conditions nécéssaires de stabilité, mais

seules les conditions (a) et (¢) sont également suffisantes. En effet les sept
équations du choc peuvent étre séparées en deux groupes indépendants, corre-
spondant a deux familles d’ondes qui doivent étre stables séparément; il en est
ainsi dans les régions A et (', mais non dans la région B.
Ces conditions se simplifient lorsque le champ magnétique est paralléle a 'onde
de choc. Dans le cas ou le champ magnétique est perpendiculaire i 'onde de
choe, les conditions aux limites se décomposent en trois groupes, qui corre-
spondent a trois types d’ondes simultanées; il est alors nécessaire d'étudier la
stabilité de chaque type d’onde pris individuellement (Fig. 1).

Lorsque les discontinuités de toutes les grandeurs sur la surface du choe
tendent vers zéro, les vitesses des ondes de choc tendent vers les vitesses des
ondes linéarisées; cette remarque a permis une classification des ondes de choc
en ondes lentes et en ondes rapides. Les conditions de stabilité conduisent alors
a des conséquences importantes. Si deux ondes de choe du méme type se suivent,
I'onde arriére rattrape I'onde avant; en ce qui concerne des ondes de types
différents, une discontinuité d’Alfven rattrape toujours une onde de choc lente,
tandis qu'une onde de choc rapide rattrape toutes les autres discontinuités.
Il en résulte en particulier que deux choes au plus peuvent se propager ensemble
sans se rattraper mutuellement; entre les deux choes peuvent se propager des
discontinuités d’Alfven.

D’un autre point de vue, on peut remarquer que seules les régions stables
de la polaire de choc possédent une réalité physique. Il en résulte par exemple
que le champ magnétique transverse, qui conserve sa direction i travers un
choc, augmente dans un choce rapide et diminue dans un choc lent. Les champs
magnétiques faibles (H.? < 4wpl .?) augmentent au passage d’une onde de
choc, tandis que les champs magnétiques forts (H.,? > 4mpl.?) diminuent.
Ainsi, aprés le passage d'un grand nombre de chocs répartis au hasard, un
équilibre apparait, qui conduit a I'égalité

H.? = 4xpV 2

Vax

2
[
wz_ V///
% Vi
¢ w. @ “i+
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LA STRUCTURE DES ONDES DE CHOC

La théorie classique des ondes de choc comprend deux séries de résultats
établis dans des conditions fort générales. I)’une part la discussion sur I'existence
et les propriétés des ondes de choc considérées comme phénoménes de discon-
tinuités, d’autre part la schématisation d’un phénoméne physique plus complexe.
L’écoulement discontinu représente la limite d’un écoulement qui, dans un
domaine de faible épaisseur, est le siége d’un équilibre entre des effets non liné-
aires d’origine dynamique et des effets opposés de dissipation. Etudier la struc-
ture des ondes de choc, c’est effectuer I'étude locale de ces écoulements con-
tinus a gradients élevés en présence de mécanismes de dissipation, et déter-
miner la limite de ces écoulements lorsque les divers coefficients de dissipation
tendent vers zéro. Du point de vue mathématique, I'étude la plus compléte de
cette question semble étre celle de Gilbarg (1951). La structure des ondes de
choc en magnétodynamique des fluides fut envisagée pour la premiére fois par
Marshall (1955). Burgers (1957), Ludford (1959), Germain (1959) ont ensuite
repris ces questions.

Puisqu'il s’agit d’une étude locale aussi bien dans le temps que dans I'espace,
on peut se contenter d’examiner des écoulements unidimensionnels station-
naires. La mise en équations du probléme conduit & quatre équations différen-
tielles liant les quatre inconnues indépendantes, deux composantes de vitesse,
la température et le champ magnétique; ces équations font intervenir les quatre
coefficients de dissipation: les deux coefficients de viscosité, le coefficient de
conductivité thermique et la résistivité électrique. L’introduction de la fonction
caractéristique D d’une énergie de dissipation généralisée et d’un potentiel
thermodynamique généralisé 9 a permis 4 Germain (1959) d’écrire les équa-
tions sous une forme canonique

0D _dm . _dg
dqg; g, = Ty (16)
M(zz) — M(x)) = 2 [  Ddx a7
z]

La recherche des écoulements définis pour toute valeur de x et tels que toutes les
grandeurs physiques restent bornées revient a trouver dans 'espace des quatre
variables ¢; un arc de courbe intégrale (L) du systéme (16) joignant deux points
S; et Sy tels que, lorsque le point de coordonnées ¢; parcourt cet are, r varie de
fagon monotone de — @ a + . Les points S susceptibles d’étre les extrémités
d’un arc de courbe intégrale (L) rendent la fonction 91 stationnaire, et I'entropie
spéeifique a l'origine (r = — ) d'un arc (L) est au plus égale i l'entropie
spécifique i 'extrémité (xr = + o). On doit done trouver les points Sy, S», S5, . .
qui rendent 9 stationnaire et les classer par entropie spécifique non décroissante
$(Sp) < #(8S,41); il faut ensuite chercher s'il existe un are (L) joignant un
point S; a un point S.(j < k). Les choes pour lesquels un tel arc de courbe
existe seront appelés chocs “stables” d’aprés Germain.
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Il peut exister au plus quatre points S. Chacun des états correspondants est
caractérisé par la valeur de la vitesse normale u, relativement aux célérités
U_ (onde magnétoacoustique lente), U/, (onde d’Alfven) et U, (onde magné-
toacoustique rapide).

S, w2 U,
S, U, >2u>U,
Ss U, >2u>U_
Sq U_>u

Les points Sy, Ss, S3, Sy sont classés suivant I'ordre d’entropie spécifique crois-
sante. L'étude du systéme (16) conduit aux conclusions suivantes:

(a) Le choc rapide est stable. Il existe en effet une intégrale (L) et une seule
assurant le passage de 'état S, (pour x = — ) a I'état S, (pour x = + ).

(b) Les chocs intermédiaires, a 'exception du choc transversal sont instables.
Dans le cadre de la théorie des fluides parfaits, il est possible d’envisager un
choc reliant un état amont S; (7 = 1,2) a un état aval S, (k = 3,4); mais, dans
un schéma avec dissipation, aucun arc de courbe (L) ne relie deux tels points.
Il y a exception lorsque le champ électrique est nul.

(¢) Dans le cas du choc lent (passage de S;a S4), on peut imaginer des exemples
dans lesquels ce choc est instable. Il peut arriver également que, quels que soient
les coefficients de dissipation, le choc soit stable (Fig. 2). Il est impossible de
conclure de fagon générale.

En magnétodynamique, on ne peut donc se contenter, méme en fluide parfait,
d’une théorie ou seraient seules écrites les équations de chocs et I'inégalité
d’entropie. Un tel point de vue conduirait & trop de chocs possibles et done a
prévoir plusieurs solutions 4 un probléme d’écoulement néanmoins bien posé. La
question de la stabilité comporte toujours un certain arbitraire. La théorie
établie par Akhiezer, Liubarskii et Polovin et exposée dans la section précédente

“
-

Fig. 2.
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se développe dans le cadre des fluides parfaits et de résistivité électrique négli-
geable. Les résultats sont en accord avec ceux de Germain pour ce qui concerne
le choc rapide et les chocs intermédiaires; par contre, le choc lent, qui peut étre
instable d’aprés le critére de Germain, est toujours stable du point de vue adopté
par Akhiezer, Liubarskii et Polovin.

LE PROBLEME DU DIEDRE

Le probléme de I'écoulement autour d'un diédre est un des rares problémes
d’écoulement avec onde de choc qui, dans le cas de la magnétodynamique des
fluides, ont pu étre résolus de fagon exacte. Le cas du champ magnétique coliné-
aire a la vitesse est le plus simple; leur direction commune étant située dans le
plan bissecteur du diédre et perpendiculaire a 'aréte, I'angle g que fait le plan
du choe avee le plan bissecteur dépend du demi-angle 6 du di¢dre, du nombre de
Mach z, du quotient € du nombre de Mach par le nombre d’Alfven et, pour un
gaz polytropique, du rapport v des chaleurs spécifiques.

f (tan B, tan 8, 2°, €, v) = 0

avec
(18)
r2 2
2 pl 2 wH
= € = ——
¥P 4ryp
I’équation (18), linéaire en v, bicarrée en r et ¢ est du troisiéme degré en
tan @ et du cinquiéme degré en tan 8, Cabannes (1960). On peut donc obtenir
cing chocs. L'introduction des inégalités (a) dans les équations de choe, conduit
a ne conserver, dans les courbes de choe g = 3 (1) (v, € # fixés), définies par
I'’équation (18), que les arcs limités par les choes destructeurs (the switch-oft
shocks); en ces choes, on a:

soit r = e, 3 = E) + @ (choe destructeur faible),
soit & = ¢ g=n (choe destructeur fort).
B g
180°L 90° e
150°L 6-60° 60°
0-0 B-30°
1200.- 623U° 30°P GZZOD
B=10° i
1 n — x i 1 LY
030 031 Z 3 &
Choc lent. Choc rapide.

Champ magnétique faible: v = 7/5: ¢ = 0,1.

Fig. 3.
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Les chocs destructeurs limitent les ares des courbes de choe représentant les
chocs lents (fig. 3 et 4). Quel que soit le demi-angle du diédre (angle aigu), le
choc lent existe dés que x appartient a un certain intervalle r,. (8, ¢, v) < r < e
Le choc lent n’apparait que dans les écoulements subalfvéniques et 'angle g
correspondant & un choc lent est toujours obtus.

L'introduction des inégalités (¢) dans les équations de choe, conduit a ne
conserver dans les courbes de choe que les ares limités par les choes eréateurs
(the switch-on shocks).

Les choes eréateurs, qui ne correspondent a un accroissement d’entropie que
pour ¢ > 1, limitent les ares de courbes de choe représentant les choes rapides.
Lorsque le champ magnétique est faible, le choc rapide ne peut exister que pour
6 < arc sin v (fig. 3). Lorsque le champ magnétique est fort, le choc rapide
peut exister pour § < are tg [(1 — e2)(y — 1)7"2| (fig. 4). Le choc rapide
n'apparait que dans les écoulements superalfvéniques et 'angle 8 correspondant
4 un choe rapide est toujours aigu, Cabannes (1964).

Dans un plan (68, r), les régions qui correspondent i des valeurs de 8 et x pour
lesquelles existe une onde de choc attachée sont limitées par des courbes qui
dépendent des paramétres € et y. Le Fig. 5 montre la disposition des courbes
pour ¢ < 1 et pour € > 1.

Lorsqu’on s’intéresse aux effets du champ magnétique sur la trainée et la
température sur le diédre, on trouve que la présence du champ magnétique
provoque une augmentation de la trainée et une diminution de la température
lorsque la valeur de x? est largement supérieure a la valeur pour laquelle se pro-
duit 'attachement du choc. Au voisinage de la vitesse d’attachement, les con-
clusions sont inversées.

Lorsque, la vitesse ayant toujours la méme direction, le champ magnétique
est incliné sur la vitesse, on peut se ramener au cas précédent par changement
d’axes. Si le champ magnétique est paralléle a 'aréte du diédre, il y a lieu

3 ﬁ

1 )

18o°l 90°| _8-0°
N~ S—0:40°

B-£0°
150° 0-60° 60°L 6-40°
1200- 6 Oo 8;300 300‘ 9‘... 200

= _D"

8-10° :
i 1 » X 1 1 X
1 2 3 9 10
Choce lent. Choc rapide.

Champ magnétique fort; ¥y = 7/5; & = 10.

Fig. 4.
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X A X 3

Choc rapide Choc

ropide
{ St
Choc lent
Choc lent

O A 1 1 ;B D Al 1 1 e

30° 60° 90° 30° 60° 90°
Champ magnétique faible. Champ magnétique fort.

Fig. 5.  Attachement et détachement des choes; y = 7/5.

toutefois de faire une étude directe, qui conduit d’ailleurs a des conclusions
analogues.

Un point important qu’il y a lieu de préciser est celui des conditions aux
limites de type magnétique. Tous les cas envisagés correspondent & un champ
magnétique paralléle a la surface du diédre.

LES E’COUI.EMENTS AUTOUR D'UN PROFIL

Avec les problémes relatifs a la propagation des ondes, les questions les plus
importantes pour les ingénieurs de I'aéronautique sont les questions posées par
les écoulements autour des profils. L'analogie entre les équations de la magné-
todynamique des fluides et celles de I'aérodynamique a permis d’envisager
I’extension au cas de la magnétodynamique des fluides des méthodes qui avaient
été employées avee suceés en aérodynamique.

CAS DE REDUCTION DES EQUATIONS

Pour certains écoulements particuliers, il est possible de ramener, par une
correspondance mathématique, les équations de la magnétodynamique des
fluides aux équations de I'aérodynamique. La premiére étude faite dans ce sens
est celle de Mitchner (1959); elle concerne le cas des écoulements stationnaires
bidimensionnels d’un fluide compressible parfaitement conducteur, soumis i
un champ magnétique normal au plan de I'écoulement. Lorsque le champ magné-
tique est trés grand, les équations sont identiques a celles de 'aérodynamique,
pour un gaz dont la constante adiabatique posséderait la valeur v = 2; la
vitesse de propagation du son a doit étre remplacée par la vitesse de propagation
des petites perturbations c:

2 _dp L_(.;( yﬁ)
== C=HB\PT &

Y |
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A toute solution pour un probléme d’aérodynamique correspond une solution
pour le probléme analogue de magnétodynamique des fluides.

Le méme type d’écoulement a été repris par Grad (1960), qui a défini une
analogie de portée plus générale. Le champ magnétique étant normal au plan
de I'écoulement, le quotient s de I'induction par la masse spécifique demeure
constant lorsqu’on suit une molécule fluide dans son mouvement. L’introduction
des variables

_ B? _ B’
p_p+2'u E764_15‘.!41.0

conduit & des équations identiques a celles de I'aérodynamique a condition de
supposer que § est une fonction de §, s = g(s). Les grandeurs p, p et s définissent
un gaz fictif, qui admet I'équation d'état

. p'g’(s)
P (Pu S) =P (P) S) - ek .)#
La vitesse du son est alors donnée par

2 _9p _dp  p%
' dp  dp "

Une relation § = g(s) existe en particulier dans les cas suivants:

1° Ecoulements unidimensionnels, non stationnaires.

2° Ecoulements bidimensionnels, stationnaires.

3° La fonction § (¢, x, y) est indépendante des coordonnées r et y i I'instant

initial.

4° Ecoulements isentropiques.

Parmi les autres types d’écoulement qui peuvent étre étudiés d’une fagon
analogue, il faut citer les écoulements a champs alignés, écoulements station-
naires d’'un fluide compressible parfaitement conducteur soumis a des effets
magnétiques tels que le champ magnétique et la vitesse soient constamment
colinéaires. Les cas isentropique a été envisagé par Imai (1960) et le cas non
isentropique par Peyret (1961). L’analogie obtenue par Peyret est valable aussi
bien pour les écoulements continus que pour les écoulements comportant des
ondes de choc. L’induction colinéaire a la vitesse s'exprime sous la forme

B=?\pf}

est une constante sur chaque ligne de courant. La fonction w; = A2 7! est
homogéne & un volume spécifique et ne dépend que de I'entropie spécifique s.
Le fluide fictif non conducteur est alors défini par les grandeurs représentées par
les symboles surlignés suivants:
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Dmw—w  w=p
p=p+ B/

s =35

z=(1—% e+ = ho

ho(s) désignant I'enthalpie génératrice. L'introduction des grandeurs surlignées

permet de ramener les équations de la magnétodynamique des fluides a la forme
suivante:

/] (3V (Von) + pn}ds =0

[[3¥%nde =0
(8)

= =g .
I 95 o Bt oy T e e 1
p 2

(s)

équations qui expriment le théoréme des quantités de mouvement, la conserva-
tion de la masse et celle de I'énergie dans un écoulement pour le fluide fictif.
La correspondance est singuliére pour w = w;, et le volume spécifique w du
fluide fictif devient négatix pour w < w,. Pour prolonger la correspondance pour
ces valeurs, il suffirait de compléter les résultats de 'aérodynamique classique.

Un cas de réduction remarquable a été étudié par Hasimoto (1959). Ce cas
concerne l’écoulement stationnaire d’'un fluide visqueux conducteur parfait
autour d'un obstacle quelconque 4 deux dimensions ou & symétrie axiale;
lorsque le champ magnétique est colinéaire a la vitesse et que cette derniére est
inférieure & la vitesse d’Alfven, Hasimoto a établi que I'écoulement est lié a
I’écoulement visqueux conventionnel (non conducteur) autour du méme obstacle
par une transformation simple dans laquelle le vecteur vitesse est multiplié
par une constante négative. Cette étude explique le fait que la couche limite
augmente d’épaisseur a partir du point de stagnation arriére et se transforme
ensuite en un sillage orienté vers I'amont.

LES ECOULEMENTS INCOMPRESSIBLES

L’étude des écoulements incompressibles en magnétodynamique des fluides
a été abordée par diverses voies. Certains auteurs ont développé la théorie des
petites perturbations; le fluide est non visqueux, parfaitement conducteur, et
I’écoulement a lieu autour d'un profil non conducteur. D’autres auteurs ont
essayé de construire des écoulements, en cherchant des solutions voisines de
solutions exactes relatives au cas de 'aérodynamique; 'écoulement autour d’une
sphére a été étudié de cette facon.
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ECOULEMENTS STATIONNAIRES

Sears et Resler (1959) ont étudié par la méthode des petites perturbations
I’écoulement stationnaire autour d'un profil. La conductivité électrique étant
infinie, le champ magnétique et la vitesse, paralléles 4 I'infini, sont paralléles
dans tout I'écoulement, qui est alors irrotationnel. Le champ des vitesses est le
méme que pour un fluide non conducteur, mais des différences importantes
apparaissent dans les efforts exercés sur le profil; la naissance de courants
électriques, “‘courants de surface,” sur la surface des obstacles contribue a ces
efforts.

Lorsque le profil est sans épaisseur, I’écoulement peut étre représenté par
une ligne de tourbillons. La portance a pour valuer

P = — pVilu(x,, — 0) — ulxy, + 0)} + Holh(z1, — 0) — h.(z1, + 0)}

u et h, désignent les composantes sur la direction de I'écoulement de la vitesse
et du champ magnétique de perturbation. Le dernier terme H_|h.(x,, — 0)
— h.(x;, + 0)} est dii au courant de surface. Le coefficient de portance a pour
valeur

A =1

Cz = Czo A,,,z

(.° désigne le coefficient de portance pour le méme profil, placé dans un écoule-
ment de méme vitesse, pour un fluide non conducteur. A4, représente le nombre
d’Alfven a l'infini (quotient de la vitesse du fluide par la vitesse d’Alfven).
Lorsque le profil est symétrique, 'écoulement peut étre représenté par une
distribution de sources. La détermination des efforts sur le profil exige le calcul
du champ magnétique a I'intérieur du corps. Le champ magnétique a I'intérieur
du profil est le gradient d'une fonction harmonique; comme la composante
normale est nulle sur le contour i cause de la continuité de I'induction magnétique
normale, cette fonction harmonique est nulle. Le courant de surface est alors

J,=—l(Hm+h,)=—’{E(1+—”—)
47 g

et les efforts correspondants sont des infiniment petits du second ordre et ne
peuvent étre calculés par la théorie linéaire.

EC()ULEM ENTS NON STATIONNAIRES

Les résultats précédents supposent essentiellement que la vitesse et le champ
magnétique sont constamment paralléles et que les conditions a I'infini ne sont
pas perturbées par la présence de 'obstacle. La validité de ces hypothéses a été
mise en doute par Stewartson (1960). Stewartson pense qu’il est indispensable,
dans I'étude d’un écoulement stationnaire, d’envisager la facon dont cet écoule-
ment a été obtenu. A l'instant initial, un fluide au repos est mis en movement
avec une vitesse constante; au méme instant, ou & un instant antérieur, un
champ magnétique uniforme est appliqué. L’écoulement qui prend naissance est
non stationnaire et sa limite, lorsque le temps augmente indéfiniment, sera
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stationnaire. En aérodynamique, 'écoulement limite ainsi obtenu ne présente
pas de phénoménes particuliers; en magnétodynamique des fluides, les conclu-
sions obtenues par Stewartson sont surprenantes. Stewartson démontre en
effet que I'hypothése des petites perturbations n’est plus vérifiée; car la com-
posante h; ne demeure pas petite au voisinage de I'obstacle et que, dans certains
cas, les perturbations peuvent remonter vers I’amont et y modifier les conditions
a l'infini. Ces phénomeénes sont diis essentiellement au fait que le champ magné-
tique ne reste pas paralléle a la vitesse et que des ondes qui prennent naissance
sur l'obstacle se propagent le long des lignes de force magnétiques avee une vitesse
égale a celle d’Alfven. Les phénoménes différent sensiblement suivant que la
vitesse du fluide est subalfvénique ou superalfvénique. Dans le premier cas,
les perturbations produites par le profil remontent le courant; dans le second cas,
elles sont entrainées vers I'avail.

Comme par ailleurs les perturbations u et h, ne demeurent pas petites mais
sont de 'ordre de V' et H_, Stewartson a repris I'étude du probléme en supposant
que ces données sont petites; le profil posséde alors une forme quelconque. Le
résultat obtenu est le suivant: a 'extérieur des deux paralléles menées par les
extrémités de la section d’aire maximum du profil, I'écoulement est uniforme,
tandis que le champ magnétique est le gradient d’une fonction harmonique; a
I'intérieur des deux paralléles, le fluide est au repos par rapport a I'obstacle et le
champ magnétique est la somme du gradient d’une fonction arbitraire et d’une
constante qui posséde une certaine valeur en amont du corps et une valeur
différente en aval. A 'intérieur des deux paralléles, le champ magnétique a
I'infini ne se réduit pas au champ uniforme donné; des courants de surface pren-
nent naissance le long des deux paralléles,

EcoULEMENT AUTOUR D'UNE SPHERE

Certains auteurs ont cherché des écoulements voisins d'un écoulement connu
dans le cas de I'aérodynamique. L’écoulement autour d’une sphére aimantée a
6té traité de cette facon par Ludford et Murray (1960). Le champ magnétique
a l'infini est nul, mais la sphére est un dipole de moment magnétique donné.
Les conditions aux limites & la surface de la sphére traduisent la continuité de
I'induction magnétique normale et du champ magnétique tangentiel. La solution
de Ludford et Murray, valable pour les petites valeurs du moment magnétique
M de la sphére et du nombre de Reynolds magnétique Ry, conduit i la valeur
suivante pour le coefficient de trainée d’origine magnétique:

144 u*

(/.' —_— _—”’
P52 + u)2

Ry
p et p’ désignent les perméabilités magnétiques du fluide et de la sphére respec-
tivement; 8 est le quotient de uM?/2a® (a = rayon de la sphére) par la pression
dynamique a Uinfini (py U?/2); Ry = Uape, ¢ désignant la conductivité élec-
trique du fluide. Le coefficient de trainée d’origine aérodynamique est négligeable
par rapport au précédent.

Bien que la trainée soit indépendante de la résistivité électrique de la spheére,
les auteurs pensent que les calculs ne sont plus valables lorsque cette résistivité
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électrique est nulle. La condition de continuité du champ magnétique tangentiel
a la surface de la sphére doit étre abandonnée; un courant de surface prend nais-
sance. Une étude directe conduit & une valeur du coefficient ('p qui est différente,
sauf pour p = ',

LES ECOULEMENTS COMPRESSIBLES

Les écoulements stationnaires d’un fluide compressible parfaitement conduec-
teur ont été étudiés par McCune et Resler (1960) dans le cas des champs alignés,
a I'aide de la théorie des petites perturbations. Il existe une fonction de courant
de perturbation  satisfaisant a 1’équation. suivante:

Ay | Y 1 =MHAL =)

ozt 0 ® =

+ 5 A2+ M2 —1

Le type de I’équation dépend du signe de & (Fig. 6). Dans les régions 1, 3, 5,
I'équation est de type elliptique; dans les régions 2 et 4, elle est de type hyper-
bolique.

Ricimes ELLipriQuEs

Lorsqu’on a @ > 0, il est possible, comme en aérodynamique, de lier les écoule-
ments compressibles aux écoulements incompressibles par une transformation de
Prandtl-Glauert. Le coefficient de portance (.* est égal au quotient par /® du
coefficient de portance (', relatif 4 I’écoulement incompressible autour du
méme profil, avec la méme vitesse a 'infini. Alors qu'en aérodynamique sub-
sonique la portance en compresssible est toujours supérieure a la portance en
incompressible, la comparaison des portances en magnétodynamique des fluides
conduit au méme résultat pour ® < 1 et au résultat opposé pour ® > 1.

REciMes HYPERBOLIQUES

Lorsqu’'on a ® < 0 (B = — cotan?s), la fonction de courant de perturbation
s'exprime sous la forme suivante, dans laquelle F et G désignent deux fonctions
arbitraires:

Y(r,y) = F (y — v tan o) + G(y + = tan o)

Une théorie analogue a celle d’Ackeret peut étre développée. Alors qu’en aéro-
dynamique la famille des caractéristiques orientées vers I’aval (lignes de Mach)
A

l,

y B S
W\
2 5
I NE

Fig. 6.
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doit seule étre considérée, rien ne permet d’affirmer qu'il en est de méme en
magnétodynamique des fluides.

Les droites le long desquelles se propagent les perturbations sont les tangentes
au diagramme de Friedrichs (Figs. 7 et 8) issues de 'extrémité du vecteur V_;
le diagramme de Friedrichs représente ’enveloppe du front d’ondes provoqué
par une perturbation produite & 'origine. En aérodynamique, ce diagramme est
constitué par le cercle centré a 'origine et dont le rayon est égal i la vitesse
du son.

Pour A, > 1 et M_ > 1 (région 4, Fig. 6), on obtient deux caractéristiques
orientées vers I'aval, comme en aérodynamique supersonique. La composante
de la vitesse du fluide suivant la normale a la caractéristique est égale a la vitesse
de propagation rapide (Fig. 7).

Pour A, <1, M_ < let A2+ M_? > 1 (région 2, Fig. 6), on obtient deux
familles de caractéristiques orientées vers I'amont et on retrouve le phénoméne
signalé par Stewartson pour 1’écoulement incompressible. Pour discuter la validité
des résultats de McCune et Resler, il faudrait envisager les écoulements non
stationnaires et étudier leur limite lorsque le temps augmente indéfiniment.
La composante de la vitesse du fluide suivant la normale & la caractéristique est
égale a la vitesse de propagation lente: Fig. 8.

Les coefficients de portance et de trainée, pour une plaque plane sous l'inci-
dence 6, possédent les valeurs suivantes:

os & [EAFTT MDA = 4D
=T AL 1 — M.?

C.* =C.*

Dans le cadre des études des écoulements compressibles, il faut citer un
travail de Brainerd (1962), relatif aux écoulements coniques de révolution. Le
fluide est un gaz parfait, non visqueux, doué d’une conductivité électrique
infinie; I’écoulement est stationnaire i champs alignés. L’écoulement conique de

S I

Fig. 7.
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Fig. 8.

révolution avec onde attachée peut étre obtenu dans deux cas: régime super-
sonique superalfvénique et régime subsonique subalfvénique. Dans les deux cas,
les équations de I'écoulement sont hyperboliques; dans le premier cas, le choc
est rapide; dans le second cas, le choc est lent.

LES ECOULEMENTS DANS LES TUYERES

Aux problémes de profils se rattachent les problémes posés par I'écoulement
dans une tuyére. L'introduction de champs électromagnétiques permet de
modifier de facon intéréssante les écoulements classiques, comme l'ont signalé
pour la premiére fois Resler et Sears (1958).

Les écoulements dans les tuyéres sont considérés comme quasi-unidimension-
nels, ce qualificatif ayant non seulement un caractére géométrique (les variations
de la section droite de la tuyére sont lentes), mais aussi un caractére dynamique;
il signifie que I’on néglige toute variation des grandeurs dynamiques ou électro-
dynamiques caractéristiques de I'écoulement dans une direction transversale a
celle de I'écoulement. Les grandeurs interviennent seulement par leur valeur
moyenne sur une section droite. Une telle approximation exige en particulier
que les variations transversales du champ magnétique soient négligeables par
rapport aux variations le long de I'axe de la tuyére.

Les équations du mouvement se déduisent des équations générales. Une
premiére approximation consiste & considérer les champs E et H donnés par un
processus extérieur et a négliger les effets électromagnétiques induits par le
mouvement. Si on désire tenir compte des champs induits, il faut alors écrire
les équations de Maxwell; il y a lieu de se reporter i la forme intégrale et d’intro-
duire la section ¢(x) de la tuyére. On obtient ainsi

oH 1 4 e
at7quEVa=o
(19)
1

\/T;).a% HVQ) + o (E—uH) =0
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Lorsque le fluide est un conducteur imparfait (¢=! 5 0), les petites perturba-
tions des variables aérodynamiques se propagent avec la célérité du son classique,
tandis que celles des variables électromagnétiques se propagent avec une vitesse
infinie. Dans le cas d'un fluide conducteur parfait (¢7' = 0), la célérité du son

effective est
f (ap) ul® 112
“T W) " am )

La recherche des écoulements stationnaires conduit aux résultats suivants:

ConpucTEUR PARFAIT

La vitesse effective du son ne peut étre atteinte que dans le col et les variations
de la pression totale (somme de la pression aérodynamique et de la ““pression
magnétique’’) sont analogues a celles obtenues en aérodynamique.

CONDUCTEUR IMPARFAIT

Lorsque la section est constante, le débit est constant, mais I'entropie aug-
mente. Il en résulte que I’écoulement peut avoir des points soniques, atteints
pour des vitesses égales a

B gy =l E
wH v uwH

Lorsque la section de la tuyére est variable, les possibilités sont nombreuses.
L’accélération est la somme d’un terme aérodynamique (auquel elle se réduirait
en 'absence de champ électromagnétique) et d’un terme de nature électromagné-
tique. Suivant les cas, ces deux termes agissant ou non dans le méme sens pour
accélérer ou décélérer I'écoulement; les effets électromagnétiques peuvent ren-
forcer les effets hydrodynamiques, ou bien les atténuer, ou méme les détruire.
L’une des caractéristiques essentielles des écoulements est I’existence de points
soniques en dehors des extremum de la section droite.

L’étude de la stabilité des écoulements précédents pour ce qui concerne les
perturbations du second ordre quasi-unidimensionnelles a été faite par J. Naze
(1961). Suivant une méthode due & R. Meyer, le probléme se raméne a I'intégra-
tion d’une équation différentielle linéaire qui détermine le saut d’accélération
sur une onde. L’écoulement est stable si le saut d’accélération demeure fini et
tend vers zéro lorsque le temps augmente indéfiniment, instable lorsqu’un choc
prend naissance ou lorsque 1'écoulement initial n’est pas rétabli au bout d'un
temps suffisamment long. Dans le cas des fluides non conducteurs (¢ = 0) ou
conducteurs parfaits (¢=! = 0), les conditions de stabilité s’expriments sous
forme de conditions imposées en profil de la tuyere:

limite Q(x)| x| — =
2] — o
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Les valeurs de I'exposant n sont les suivantes:

|
| g
a 'aval | — ! 4,
I vy —1 ‘ 3
| |
a 'amont : 2 6
| ‘ 19 — 8y
=10 el =0

Comme on a ¥ < 2, les conditions imposées 4 @Q(z) dans le cas non conducteur
sont plus fortes que celles imposées 4 Q(z) dans le cas des conducteurs parfaits.
Il en résulte que la prise en considération des phénomeénes électromagnétiques
accroit la stabilité. Dans le cas des conducteurs imparfaits, aucune condition
n’est imposée a Q(x); la discussion, suivant les divers types d’écoulements est
assez compliquée. On établit cependant que I'écoulement transsonique décéléré
est toujours instable les résultats de Mlle. Naze ont été étendus par Rubin
(1963) au cas des perturbatione bidimensionnelles.

CONCLUSION

Pour terminer cette revue rapide, je voudrais tout d’abord préciser que les
exemples envisagés ne donnent pas une idée compléte de la magnétodynamique
des fluides. Nous avons choisi quelques problémes parmi ceux qui sont suscep-
tibles d’intéresser le plus directement 'aéronautique; méme avec cette limitation,
je n’ai pu donner qu'une bibliographie partielle; il faudrait citer encore les
travaux de Chester, relatifs 4 I'écoulement autour d’un solide de révolution,
de Carrier et Greenspan qui ont traité le probléme de la plaque plane, de Tamada
qui a traité le probléme du cylindre circulaire, et de beaucoup d’autres; je les
prie de ne pas me tenir rigueur de n’avoir pu les citer tous.

L’intérét scientifique de la magnétodynamique des fluides apparait indiscu-
table, et les résultats atteints montrent que I'on est en mesure d’aborder les
problémes posés, si difficiles soient-ils. Les points les plus discutables et sur
lesquels un effort particulier semble encore nécessaire concernent peut-étre les
hypothéses de départ, certains des résultats surprenant que nous avons indiqués
et certaines contradictions ne pouvant étre levés que par une précision et peut-
étre une modification de quelques unes des hypothéses physiques qui conduisent
aux équations habituellement adaptées pour résoudre les problémes de magnéto-
dynamique des fluides. Les conditions aux limites qu’il convient d’adopter sont
encore l'objet de discussion. Les quelques aperqus sur la théorie des profils
1fontrent bien quelles sont les difficultés rencontrées. Lorsqu'une solution est
trouvée théoriquement, il faut décider si elle correspond ou non i la réalité.

Un point fondamental est done celui des expériences de laboratoire destinées
a reproduire les phénoménes de magnétodynamique des fluides. La difficulté
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consiste a4 produire des champs magnétiques suffisamment intenses et a obtenir
un fluide doué d'une conductivité électrique suffisamment grande pour que les
phénomeénes produits puissent étre discernés. Si le mercure est un liquide idéal
pour réaliser le dernier point, la difficulté demeure dans le cas des gaz. Sears
et Resler (1960) estiment toutefois que la plupart des phénoménes subalfvé-
niques: sillages orientés vers I'amont, écoulements subsoniques hyperboliques et
écoulements supersoniques elliptiques, sont susceptibles de verifications expéri-
mentales.

Dans les cas qui nous intéressent (vol des fusées, mouvement des satellites),
les conditions sont différentes. L’air est légérement conducteur, car il est ionisé
par les substances radioactives et par le rayonnement cosmique, mais la con-
ductivité électrique reste faible (0,1 mho/em dans les conditions ol se trouve
un satellite). Le champ magnétique terrestre est également trés faible; aux
grandes distances, sa distribution est celle d'un dipole de moment magnétique
8 X 10% cgs, qui serait placé au centre de la terre et dont 'axe percerait la
surface en deux points diamétralement opposés aux poles géomagnétiques.
L’utilisation des effets de la magnétodynamique des fluides nécessiterait alors
I’accroissement artificiel de la conductivité électrique de I'air au voisinage des
fusées ou des satellites, par exemple par I'arrachement de particules au revéte-
ment métallique; elle nécessiterait également la création de champs magnétiques
artificiels. Dans les deux cas le poids de l'installation posera de trés sérieux
problémes a l'ingénieur.

Il serait toutefois fort imprudent de conclure que la magnétodynamique des
fluides offre peu d’intérét pour I'aeronautique. Le passé nous a appris que toute
science peut se développer dans des directions imprévisibles et la magnéto-
dynamique des fluides peut-étre 'occasion de nouveaux progrés dans la naviga-
tion aérienne et peut-étre méme jouer un role fondamental en astronautique.

Je tiens pour terminer i remercier le professeur Maurice Roy, président de
I'International Council of the Aeronautical Sciences de la confiance qu’il m’a
témoignée en me demandant de faire cette conférence. Je remercie le professeur
Polovin qui m’a apporté une aide indirecte, mais efficace; j’ai fait de larges
emprunts au rapport de synthése qu’il a rédigé sur la propagation des ondes.
Le professeur Sears qui dirige & 'Université de Cornell un des plus importants
centres de recherches consacrés 4 la magnétodynamique des fluides m’a fourni
une abondante documentation; je le prie de trouver ici I’expression de ma grati-
tude; la revue des travaux de magnétodynamique des fluides effectués a Ithaca
me fut d’une aide précieuse. M. Roger Peyret m’a aidé dans la préparation du
manuscrit; je le remercie bien amicalement.
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